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UZITI METODY BOOTSTRAP V INDEXOVE ANALYZE

USE OF BOOTSTRAP METHOD IN INDEX ANALYSIS

Zdenék KarpiSek Alena Kocmanova,
Zdenék Sadovsky, Veronika Lacinova

Abstrakt: Clinek je zamérfen na moznosti vyuZiti metody bootstrap
pro vypocet intervalovych odhadu  strednich  hodnot individudlnich
Jjednoduchych indexii z pozorovanych hodnot mnozstevnich a cenovych znakui.
Uziti metody bootstrap v dané oblasti je vhodné i v pripadech, kdy nezndme
rozdéleni pravdepodobnosti ndahodnych velicin modelujicich uvedené
statistické znaky.
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Abstract: The article is oriented on possibilities of the bootstrap method
usage for calculation of the interval estimations of individual single indexes
means from the observed values of quantity and price. Use of the bootstrap
method in this sphere is suitable also when we don't know probability
distributions of random variables modeling the listed quantities.
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1 UVOD

Metoda bootstrapovych intervalovych odhadii je uzitecna, potiebujeme-li
urCit intervalové odhady parametri pozorované nahodné veliCiny, resp.
nahodného vektoru, nebo testovat statistické hypotézy o téchto parametrech,
ale:

(1) nezname nebo neodhadneme rozdéleni pravdépodobnosti této nahodné
veli¢iny, resp. nahodného vektoru,
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(2) rozsah vybéru neni dostatecné velky, abychom mohli aplikovat
asymptotické odhady.

Od vydani prvniho ¢lanku (Efron 1979) se metoda bootstrap velmi rozvinula
(Efron, Tibshirani 1993), (Davison, Hinkley 2006) a nasla uplatnéni v mnoha
oblastech aplikaci matematické statistiky. Dostala se proto také alesponl
¢astecné do nekterych profesionalnich statistickych softwarovych produktu.

2 PRINCIP METODY BOOTSTRAP

Ptedpokladejme, ze pozorujeme n¢jakou nahodnou veli¢inu X.
Ze statistického souboru pozorovanych hodnot (X,,...,X,) srozsahem n této
néhodné veli¢iny vytvotime novy statisticky soubor (X;,...,X’) srozsahem
n ndhodnym vybérem hodnot X, sopakovanim (s vracenim) z pivodniho

souboru (Xy,...,X,). Takto ziskany nahodny vybér se nazyva bootstrapovy

vybér, resp. bootstrapovy soubor. Bootstrapovy vybér pak B-krat opakujeme.
Pocet vSech riiznych bootstrapovych vybéru je

n+B-1
T
Obecny postup aplikace metody bootstrap popisuje algoritmus:
1. Ziskani ptivodniho statistického souboru.
Vypocet statistik pro ptivodni statisticky soubor.
Vytvoieni bootstrapovych vybéra.

Vypocet bootstrapovych statistik.

o M W

Vypocet bootstrapovych intervalovych odhadu, resp. testovani
hypotéz.

3 BOOTSTRAPOVE ODHADY

Piedpokladejme, Ze chceme odhadnout parametr € pozorované nahodné
veli¢iny (vektoru) X . Bootstrapovy odhad parametru @ je zaloZen na téchto
krocich (Efron, Tibshirani 1993), (Davison, Hinkley 2006):

1. Z pozorovanych hodnot (X,,...,X,) nahodného vybéru (X,,...,X,)

vypocitame odhad 0 parametru 4.
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2. Realizujeme B néhodnych bootstrapovych vybérd (X;,...,X;)

orozsahu n zpozorovanych hodnot (X,,...,X,). Obvykle volime

B>>n.
3. Z kazdého bootstrapového vyberu vypocitame odhad éb' ; parametru
6, 1=1...,B.

Odtud ziskame bootstrapovy odhad rozptylu D(é)
PO R U RS |
a bootstrapovy odhad smérodatné odchylky o-(é)
5(0), =), .
Odhad 6 vypoéteny z ptivodniho statistického souboru (X,...,X,) je

bodovym odhadem parametru &, ale mizeme jej dle potieby také nahradit
aritmetickym pramérem

1& 5
EZQDJ.

j=1

Pomoci bootstrapovych vybéru ziskame bootstrapové intervalové odhady
se spolehlivosti 1—« stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky

nahodné veli¢iny X . Necht X je aritmeticky primér a s° je rozptyl

piivodniho statistického souboru (X;,...,X,), X, je aritmeticky primér
as;; je rozptyl statistického souboru z j—tého bootstrapového vybéru,
j=1...,B. Potom:
1. Bootstrapovy intervalovy odhad stfedni hodnoty  E(X)
se spolehlivosti 1—« je

S S
X —t X =ty e ),
< b,l—a/Z\/m b,a/2 m>

kde t,, je P-kvantil statistického souboru (t,,,...t, )

X . —X .
at,, =—1—+n-1proj=1...,B.
, ~
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2. Bootstrapovy intervalovy odhad rozptylu D(X) se spolehlivosti 1—« je

ns®  ns?
2 ! 2 !
Xor-arz Abai2

kde 2, je P-kvantil statistického souboru (z¢,,.... xls)

2
a y? _ M roj=1...,B
== proj=1,...,B.

3. Bootstrapovy intervalovy odhad smérodatmé odchylky o(X)

se spolehlivosti 1-« obdrzime z bootstrapoveho intervalového
odhadu D(X) pomoci odmocniny.

Existuje fada dalSich zplsobii stanoveni intervalovych odhadti uvedenych
| jinych parametrt, zalozenych na bootstrapovych vybérech (Efron, Tibshirani
1993), (Davison, Hinkley 2006). Mimo uvedenych oboustrannych
intervalovych odhadli se pouzivaji dle potieby také analogicky ziskané
jednostranné bootstrapove intervalové odhady.

4 BOOTSTRAPOVE INTERVALOVE ODHADY INDEXU

Indexy patii mezi pomérné kvantitativni statistické znaky a vyjadiuji zménu
sledovaného kvantitativniho znaku nebo souboru znakli u jedné nebo vice
statistickych jednotek béhem né&jakého cCasového intervalu nebo vlivem
n¢jakého faktoru. Indexy se obvykle konstruuji ve tvaru zlomku, kde v citateli
je hodnota znaku ve srovnavaném, tzv. béiném obdobi, a ve jmenovateli
hodnota tohoto znaku v tzv. zakladnim obdobi (Seger, Hindls 1995),
(Karpisek, Sadovsky 2005). Pro jednotlivé znaky se pouzivaji individualni
jednoduché indexy, pro skupinu homogennich znakt individudlni slozené
indexy a pro heterogenni skupinu znaka pak souhrnné (agregatni) indexy -
viz Obr. 1.

Obr. 1: Druhy indext

Jednoduché

Individualni

Indexy Slozené

Souhrnné

Zdroj: vlastni zpracovani
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Porovnavané znaky (veli¢iny) délime na intenzitni, vyjadiujici cenu, intenzitu
apod., které zna¢ime pismenem p a extenzitni, vyjadiujici mnozstvi, objem,
produkci apod., které zna¢ime pismenem ¢. V ekonomickych aplikacich
se nejcastéji uzivaji:

e pro intenzitni znaky cenove indexy,

e pro extenzitni znaky mnozstevni indexy,

e pro spojeni extenzitnich a intenzitnich znakt hodnotove indexy.

Individualni jednoduché indexy jsou:

1. Individualni jednoduchy cenovy index I, _ P
Po
2. Individualni jednoduchy mnozZstevni index I, . :
Qo
3. Individudlni jednoduchy hodnotovy index I, = % =1,1,.
0 M0

Bootstrapové intervalové odhady stirednich hodnot, rozptylit a smérodatnych
odchylek cen, mnoistvi a individudlnich jednoduchych indexii
se spolehlivosti 1—a uréime postupem:

1. Pozorovanim dvojic cen a mnoZstvi stejné komodity u n statistickych

jednotek ve dvou ruznych casovych obdobich nebo regionech apod.
ziskame Ctyfrozmérny statisticky soubor

Po1s--+» Pon
Qogs--++ Gon
Pigse--s Prg
Qugs-- -1 On

2. Radky &tyfrozmérného souboru zkroku 1 jsou jednorozmérné
statistické soubory cen (Pgs--esPoy) @  (Pygse-es Pyy),  MNoZstvi

(Qog»---1Ugn) @ (Uyqs---,0y,), @ vypotem individualnich jednoduchych
indexii obdrzime jednorozmérné statistické soubory (I 1.,

.
(Lol @ (Lygyeons I

3. Ze ¢tyfrozmérného souboru z kroku 1 provedeme B bootstrapovych
vybért podle sloupct.

10
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4. Ze vsech bootstrapovych vybért pak dostaneme analogickym zpiisobem
jako vkroku 2 jednorozmérné bootstrapové vybéry cen, mnozstvi
a individudlnich jednoduchych indexu.

5. Bootstrapové vybéry pak zpracujeme zpisobem popsanym v oddilu 3.

Piiklad. Statistickym 3etfenim u nahodné vybranych 20 fidi¢a z Ceské
republiky byly zjiStény mésic¢ni ndkupy a ceny benzinu Natural 95 v kvétnu
azari 2012. Ziskané hodnoty jsou Vlevé casti Tab. 1 (jde o expertné
simulovany soubor) a v pravé ¢asti této tabulky jsou vypoétené individualni
jednoduché indexy.

Tab. 1: Ceny (Ké&/litr), mnoZzstvi (litr/mésic) a individualni jednoduché
indexy.

i Po do P, 0, I, I I

1 35,2 400 35,9 380 1,0199 0,9500 0,9689
2 35,2 350 36,2 350 1,0284 1,0000 1,0284
3 35,6 350 35,6 310 1,0000 0,8857 0,8857
4 35,8 320 36,5 290 1,0196 0,9063 0,9240
5 35,9 410 36,4 350 1,0139 0,8537 0,8655
6 35,9 420 36,9 380 1,0279 0,9048 0,9300
7 36,5 450 36,9 450 1,0110 1,0000 1,0110
8 36,6 280 37,1 310 1,0137 1,1071 1,1223
9 36,9 290 37,8 250 1,0244 0,8621 0,8831
10 37,1 240 375 190 1,0108 0,7917 0,8002
11 37,2 190 37,9 200 1,0188 1,0526 1,0724
12 375 200 38,3 180 1,0213 0,9000 0,9192
13 37,9 280 375 250 0,9894 0,8929 0,8834
14 38,3 150 38,6 200 1,0078 1,3333 1,3438
15 38,3 180 38,9 220 1,0157 1,2222 1,2414
16 38,5 180 39,2 190 1,0182 1,0556 1,0747
17 38,9 210 39,4 250 1,0129 1,1905 1,2058
18 39,1 160 39,9 170 1,0205 1,0625 1,0842
19 39,2 130 39,5 120 1,0077 0,9231 0,9301
20 39,5 210 40,2 200 1,0177 0,9524 0,9693

Zdroj: vlastni zpracovani

Nasledujici vypoctené hodnoty byly ziskany pomoci software Statgraphics
Centurion XV. Zakladni ¢iselné charakteristiky statistickych soubori z Tab. 1
jsou v Tab. 2 a Tab. 3 obsahuje konfiden¢ni a bootstrapové intervalové
odhady se spolehlivosti 0,95. Pocet bootstrapovych vybéra byl B = 500.
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Tab. 2: Zakladni Ciselné charakteristiky

Po do P, Q, I I I,
Average | 37,255 | 2700 | 37.81 | 2620 | 1,01498 |0,092325 | 1,00717
Median 3715 | 2600 | 37.65 | 2500 | 1,0167 | 09512 | 0,9691
Stnd. deviation | 1,40055 | 99,7365 | 1,38864 | 86,9119 | 0,00920 | 0,13835 | 0,14029
Var. coeff. (%) | 3.759 | 36,939 | 3.673 | 33.172 | 0,06 | 13,942 | 13.929
Minimum 352 | 1300 | 356 | 1200 | 09894 | 07917 | 0,8002
Maximum | 395 | 4500 | 402 | 4500 | 1,0284 | 13333 | 1,3438
Range 43 | 3200 | 46 | 3300 | 0039 | 05416 | 05436
Stnd. skewness | 0,12414 | 0,72448 | 0,29142 | 0,94371 | -2,03531 | 1,78192 | 1,61728
Stnd. kurtosis |-1,19977 | -1,04824 | -1,02689 | -0,46534 | 1,89232 | 0,51270 | 0,30505
Zdroj: vlastni zpracovani
Tab. 3: Konfiden¢ni a bootstrapové intervalové odhady
Po Qo
Confidence Mean 36,5995 37,9105 223.322 316,678
intervals | Sind. 1,06511 2,04561 75,8486 145,672
eviation
Mean 36,67 37.87 228.0 3150
?r?t‘;trs\f;";‘f de?/tiggb ) 1,05903 1,63239 1,05903 1,63239
Median 36.2 38,3 1950 3350
P, 0,
Confidence Mean 37.1601 38,4599 221,324 302,676
intervals | Stnd. 1,05605 2,02821 66,0057 126,941
eviation
Mean 37.215 38.45 2315 298.0
?r?t‘;trs\f;";‘f de?/tiggb ) 1,00315 1,6048 62,7359 108,487
Median 36.9 38.75 200,0 310,0
Ip Iq
Confidence Mean 1,01067 1,01929 0,927575 1,05708
Intervals | Stnd. 0,006997 | 0,013438 | 0,105214 | 0,202070
eviation
Mean 1,0105 1,01856 0,9382 1,05134
'?r?t‘;trs\};‘;‘sp de?/tig?ib ) 0,005255 | 0,012392 | 0,086399 | 0,178028
Median 1,01195 1,01975 0,9216 1,0747

12
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| h
. Mean 0,941513 1,07283
Confidence St

Intervals na. 0,106687 0,204900
deviation

Mean 0,95181 1,07761

Bootstrap Stnd. 0086399 | 0178028
Intervals deviation

Median 0,9216 1,0747

Zdroj: vlastni zpracovani

Z Tab. 3 je zfejmé, ze intervalové odhady (ostatné jako vzdy) oproti bodovym
odhadiim realizovanym ¢iselnymi charakteristikami z Tab. 2 vypovidaji
daleko vice o stfednich hodnotach, smérodatnych odchylkach a medidnech
cen mnozstvi 1 indext. Navic vypoctené bootstrapové intervaly stfednich
hodnot a smeérodatnych odchylek jsou povétSinou mensi nez vypoctené
konfiden¢ni intervaly tychz parametrii, takZze jsou pii stejné spolehlivosti
0,95 presnéjsi. Nezanedbatelna je také skutecnost, ze bootstrapové intervaly
nezaviseji na rozde¢lenich pravdépodobnosti pozorovanych cen a mnozstvi,
takZze neni nutno verifikovat obvykly poZadavek, Ze ceny a mnoZstvi maji
normalni rozdéleni. Navic pfedpoklad normalniho rozdé¢leni cen asi neobstoji,
protoZe ceny stanovuji prodejci. Mésicni nakupy pak urcuji zékaznici, takze
ani mnozstvi nemaji obvykle normalni rozdéleni.

5 ZAVER

Pouziti bootstrapovych odhadii v indexové analyze je netradi¢ni. Bohuzel
ani konfiden¢ni intervalové odhady se v ekonomickych prizkumech moc
nepouZivaji anebo jejich pouziti nebyva seridézni. Naopak bootstrapove
intervalové odhady umoziiuji vyrovnat se zejména s problémem neznamého
pozorovaného rozdéleni pravdépodobnosti, s extrémné odchylenymi
hodnotami a také snepfili§ velkymi rozsahy pozorovanych statistickych
soubori. Podobné jako popsané bootstrapové odhady individudlnich
jednoduchych indexti mizeme také ziskat bootstrapové odhady individudlnich
slozenych indexti a souhrnnych indext.

Metoda bootstrap nachazi uplatnéni i v jinych oblastech matematické
statistiky, napft. pii fitovani rozdéleni pravdépodobnosti kategoridlni veli¢iny
(Karpisek, Lacinova 2010). Jiny nezZli v tomto ¢lanku prezentovany zpusob
stanoveni intervalovych hodnot ekonomickych indext, ktery vyuziva
tzv. intervalovou aritmetiku, je popsan v ¢lanku (Karpisek et al. 2012).
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